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Préparation à l'agrégation interne Algèbre élémentaire

Théorie des ensembles, dénombrement

Exercice 1. � Calculer Pp∅q, PpPp∅qq et PpPpPp∅qqq (faire le suivant si c'est trop facile).

Exercice 2. � Soient E un ensemble non vide et x P E. Montrer que E est in�ni si et seulement s'il existe une bijection
E

�
ÑEztxu.

Rappel. Un ensemble est dénombrable s'il est �ni ou en bijection avec N.

Exercice 3. �� Montrer qu'un ensemble X est dénombrable si et seulement s'il existe une injection X Ñ N, ce qui
équivaut aussi à l'existence d'une surjection N Ñ X.

Exercice 4. � Montrer que NpNq (l'ensemble des suites d'entiers nulles à partir d'un certain rang) est dénombrable.

Exercice 5. � L'ensemble des parties �nies de N est dénombrable.

Exercice 6. �� Montrer que CardpRNq � CardpRq.

Remarque. Prolongement possible de l'exercice : CardpC 0pR,Rqq � CardpRq   CardpPpRqq � CardpF pR,Rqq (plus
di�cile).

Exercice 7. � � � (Cantor-Berstein).
(1) Soient E un ensemble et ϕ : PpEq Ñ PpEq une application croissante (pour l'inclusion). Montrer que ϕ admet

un point �xe.
(2) Soient E et F deux ensembles, et f : E Ñ F et g : F Ñ E deux applications injectives. En considérant

l'application PpEq Q A ÞÑ Ez
�
gpF zfpAqq

�
P PpEq, montrer qu'il existe une bijection de E dans F .

Exercice 8. � Montrer que
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Exercice 9. � Montrer que
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Exercice 10. �� Calculer
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Exercice 11. � Soit E un ensemble de cardinal n. Calculer le nombre de couples pX,Y q P PpEq2 tels que X � Y ,
puis tels que X Y Y � E.

Exercice 12. �� Soit E un ensemble de cardinal n. Calculer
°

X,Y�E

#pX X Y q et
°

X,Y�E

#pX Y Y q.

Exercice 13. � Une formule d'inversion bien utile. Soient pG,�q un groupe abélien (noté additivement) et

f : N Ñ G une application. Pour tout n P N, posons gpnq �
n°
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n
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fpkq. Montrer que pour tout n P N, on a

fpnq �
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n
k

�
gpkq.

Remarque. Prolongement possible de l'exercice : la formule d'inversion de Möbius (très importante en arthmétique).
Si n P N¡0, on pose µpnq � 0 si n est divisible par un carré ¡ 1. Sinon, on peut écrire n � p1 � � � pr où p1, . . . , pr
sont des nombres premiers deux à deux distincts : on pose alors µpnq � p�1qr. Soient pG,�q un groupe abélien (noté
additivement) et f : N¡0 Ñ G une application. Pour tout n P N¡0, on pose gpnq �
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fpdq. Pour tout n P N¡0, on a
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Exercice 14. � Si n P N, soit sn le nombre d'éléments de Sn sans point �xe. Montrer que
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sk � n!. En déduire
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Exercice 15. �� Calculer :
(0) le nombre de fonctions t1, . . . , ku Ñ t1, . . . , nu ;
(1) le nombre de fonctions strictement croissantes t1, . . . , ku Ñ t1, . . . , nu ;
(2) le nombre de fonctions croissantes t1, . . . , ku Ñ t1, . . . , nu ;
(3) le nombre de fonctions injectives t1, . . . , ku Ñ t1, . . . , nu ;
(4) le nombre de fonctions surjectives t1, . . . , ku Ñ t1, . . . , nu [indication : utiliser la formule d'inversion de l'exercice

précédent].

Exercice 16. � Soit pFnqnPN la suite dé�nie par F0 � F1 � 1 et Fn�1 � Fn �Fn�1 (nombres de Fibonacci). Montrer

que
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FnT
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Exercice 17. � Calculer la somme des éléments de txyz ; px, y, zq P N3, x � y � z � nu [indication : poser F pT q �
8°

n�1
nTn P QrrT ss et étudier F pT q3].

Exercice 18. � Montrer que la dimension sur K de l'espace des polynômes homogènes de degré n dans KrX1, . . . , Xrs

est
�
n�r�1

n

�
[indication : poser GpT q �

8°

n�0
Tn P QrrT ss et étudier ses dérivées successives].
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